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Â äàííîé ðàáîòå îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ  ÿâëÿåòñÿ ìÿãêàÿ îáîëî÷êà, êîòîðàÿ 

ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé 
îäíîñòîðîííèìè óïðóãèìè ñâÿçÿìè. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ìîäåëè ìÿãêîé îáîëî÷êè 
áûëà ñîñòàâëåíà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 
ñèñòåìû âàë – îáîëî÷êà ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. 

 
 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
Ïîä ìÿãêîé îáîëî÷êîé ïîíèìàåòñÿ òîíêàÿ îáîëî÷êà, âûïîëíåííàÿ èç 

ìàòåðèàëà, âîñïðèíèìàþùåãî òîëüêî ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ. 
Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ðàñ÷åòà òàêèõ îáîëî÷åê íà îñíîâå 

òåîðèè ñïëîøíûõ ñðåä ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü îáîëî÷êè, ñîñòîÿùåé èç 
ñèñòåìû äèñêðåòíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé 
îäíîñòîðîííåé óïðóãîé ñâÿçüþ. Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òàêîé ìîäåëè 
îòíîñèòñÿ ê äèíàìèêå ñèñòåìû òâåðäûõ òåë [1]. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû 
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèìåíåíû ê ìàòåðèàëó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ 
ñïëîøíîé ñðåäîé. 

Çàäà÷è î ñîâìåñòíîì äâèæåíèè äâóõ è áîëåå òåë èìåþò øèðîêîå 
ðàñïðîñòðàíåíèå [2,3]. Ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû 
ðàçâîðà÷èâàíèÿ ìÿãêîé îáîëî÷êè â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íà òîò 
ìîìåíò ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ â ëèòåðàòóðå íå áûëî, ïîýòîìó áûëà 
ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ìÿãêóþ îáîëî÷êó êàê ñèñòåìó òâåðäûõ 
òåë, ñîåäèíåííûõ óïðóãèìè îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè. 

Îáçîð ëèòåðàòóðû ïîñëåäíèõ ëåò òàê æå íå äàë ïîëîæèòåëüíûõ 
ðåçóëüòàòîâ. Åñòü àâòîðåôåðàò äèññåðòàöèè Î.È. Áåçâåðõîâà, ÍÀÍ 
Óêðàèíû, èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Òèìîøåíêî (2005 ã.), â êîòîðîì 
ðàçðàáîòàí è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí ìåòîä àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè 
ìàññàìè.  

Äëÿ  ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ðàçâîðà÷èâàíèè áåçìîìåíòíîé îáîëî÷êè ñ 
ó÷åòîì äèññèïàòèâíûõ ñèë áûë ïðîâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû [5-7]. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðàáîòàìè [8-10], ïðîâåäåííûìè ïîä ðóêîâîäñòâîì 
àêàäåìèêà Ïèñàðåíêî Ã.Ñ., ïîêàçàíî, ÷òî çàòóõàíèå êîëåáàíèé 
ïðîïîðöèîíàëüíî àìïëèòóäå êîëåáàíèé.  

Òàê êàê ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ìÿãêîé îáîëî÷êè ïðåäïîëàãàåò òîëüêî 
ðàñòÿæåíèå ñîåäèíÿþùèõ íèòåé ïî çàêîíó Ãóêà, òî è äèññèïàöèþ 
ýíåðãèè â íèòÿõ ââîäèì íà îñíîâå Ðåëååâñêîé äèññèïàòèâíîé ñèëû 
ïðîïîðöèîíàëüíî óäëèíåíèþ íèòè. 
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ 
Ìÿãêàÿ îáîëî÷êà, èìåþùàÿ â ïëàíå äèàìåòð D, óïàêîâàíà â 

îãðàíè÷åííûé îáúåì. Â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ ýòîãî îáúåìà ïîä äåéñòâèåì 
öåíòðîáåæíûõ ñèë ïðîèñõîäèò ðàçâîðà÷èâàíèå îáîëî÷êè è ðàñïîëîæåíèå 
å¸ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé 
äâèæåíèÿ îáîëî÷êà äèàìåòðîì D áûëà ðàçáèòà íà n ýëåìåíòîâ 
ðàäèàëüíûìè è îêðóæíûìè ëèíèÿìè (ðèñ.1). Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ 
ëèíèé ïðèëîæåíû ìàññû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ – 
ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû. Êàæäàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ ìàññà ñâÿçàíà ñ 
ñîñåäíèìè ÷åòûðüìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè óïðóãèìè íåâåñîìûìè 
ñâÿçÿìè, ðàáîòàþùèìè òîëüêî íà ðàñòÿæåíèå. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñóíîê 1 – Ìîäåëü ìÿãêîé 
îáîëî÷êè â ðàçâåðíóòîì âèäå 

 
 
 

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû êàæäîé ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû (èëè 
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) ijm  â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, 

âðàùàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ( )tω : , , , 1ij ij ijr z i Nϕ = ÷  - ðàçáèåíèå ïî 

ðàäèóñó, 1j M= ÷  - ðàçáèåíèå ïî îêðóæíîñòè  n N M= × . Òîãäà â 

àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì èìåòü 
 

( ), , .ij ij ij ij ij ijr r t dt z zϕ ϕ ω′ ′ ′= = + =∫  

 
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â àáñîëþòíîì 

äâèæåíèè áóäåò [ 4 ]: 

2 2 2 2( )

2

ij ij ij ij ij
ij

m z r r
T

ϕ ω + + + =
& & &

 .    (1) 

 

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé ñâÿçè ( )k
ijΠ  ïðîïîðöèîíàëüíà  

êâàäðàòó óäëèíåíèÿ óïðóãîé ñâÿçè. Óäëèíåíèå ñâÿçè âû÷èñëÿåì êàê 
ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè â ïðîèçâîëüíûé 

ìîìåíò âðåìåíè  ( )k
ijR  è ðàññòîÿíèåì ( )k

ijl  â ðàçâåðíóòîì íåïîäâèæíîì 

ñîñòîÿíèè: 

 ( ) ( ) ( )
1

2 22 2
1 1 1 12 cos

k
ij i j ij i j i j ij ij i jijR r r r r z zϕ ϕ− − − −

 = + − − + −  
,    (2) 

ãäå 1 4k = ÷ . 
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Êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ijm  èìååò ïî ÷åòûðå îäíîñòîðîííèå 

óïðóãèå ñâÿçè ( 1 4k = ÷ ).  Òî÷êè âíåøíåãî êðàÿ ïî òðè óïðóãèå ñâÿçè.  
Òî÷êè âíóòðåííåãî ðÿäà çàêðåïëåíû íà âðàùàþùåìñÿ âàëó.  Òàêèì 
îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òî÷êè  ijm  èìååò âèä 

 

( )
( ) ( )( )24 4

1 1 2

k kk
ij ij ijk

ij ij
k k

C R l

= =

−
Π = Π =∑ ∑ .     (3) 

 
Îäíîñòîðîííÿÿ óïðóãàÿ ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

0, .

k k k
ij ij ijk

ij k k
ij ij

åñëè R l

åñëè R l

Π ≥Π = 
 <

    (4) 

 
Ñ÷èòàÿ ââåäåííûå âûøå ñâÿçè ìåæäó ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè 

èäåàëüíûìè, ïîýòîìó ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ âûâîäà 
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàññû ijm : 

 

, 1,2,3ij ij ij

l l l

d
l

dt q q q

∂Τ ∂Τ ∂Π
− = − =

∂ ∂ ∂&
,    (5) 

 

1 2 3, , , .ij ij ij l l
d

q r q q z q q
dt

ϕ= = = =&  

 
Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî 

äâèæåíèÿ òî÷åê ïðè ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ áóäåò èìåòü 
âèä 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )42

1

k k k
k kij ij ij

ij ij ij ij ij k
ij ij ijk ij

c D R
r r R l

m m rR

β
ϕ ω

=

  ∂
 = + − − +
  ∂
 

∑
&

&& & , 

 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )4

2
1

1
2

k k k
k kij ij ij

ij ij ij ij ij ij k
ij ij ijkij ij

c D R
r r R l

m mr R

β
ϕ ω ϕ ω

ϕ=

  ∂
 = − − + − − +
  ∂
 

∑
&

&& & & & ,  

(6) 
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )4

1

k k k
k kij ij ij

ij ij ij k
ij ij ijk ij

c D R
z R l

m m zR

β

=

  ∂
 = − − +
  ∂
 

∑
&

&& ,    i,j =1,2,…,N. 

 
Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (6) óãëîâàÿ ñêîðîñòü ( )tω  ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, 

çàâèñÿùåé îò âðåìåíè âåëè÷èíîé.  Äëÿ å¸ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî  åùå 
îäíî óðàâíåíèå,  ñâÿçûâàþùåå äâèæåíèå ìÿãêîé îáîëî÷êè ñ äâèæåíèåì 
âàëà â åäèíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå 
ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. 

Âû÷èñëèì êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ýòîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òåë 
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùåãî ñ îñüþ âðàùåíèÿ âàëà. 



“Â³ñíèê ÑóìÄÓ”, ¹ 9 (93)’ 2006 139 

Âåêòîð ñêîðîñòè ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû â íåïîäâèæíîé öèëèíäðè÷åñêîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò 

( )ij ij ij ij ijv r r z z r ϕ ω ϕ= + + +
r r r r& & & , 

ãäå , ,r zϕ
r r r

 - åäèíè÷íûå îðòû. 
Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ýòîé ìàññû ðàâåí  
 

( )ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijl r m v m r r r z r z r rϕ ω ϕ = × = × + × + + × 
r r r r r r r r r& & & . 

 
Ïðîåêöèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà îñè êîîðäèíàò ðàâíû 
 

  ( )2

, 1

N

z ij ij ij
i j

L m r ϕ ω
=

= +∑ & , 

 

, 1

N

ij ij ij
i j

L m r zϕ
=

= ∑ & , 

 
0rL =  - íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. 

Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò âàëà b
z zL I ω= , ãäå zI  - ìîìåíò èíåðöèè. 

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î êèíåòè÷åñêîì ìîìåíòå ñèñòåìû, ïîëó÷èì 
 

( ) , ,z z z r r
d d d

L I M L M L M
dt dt dtϕ ϕω+ = = = , 

 
ãäå , ,z rM M Mϕ  -  ïðîåêöèè ãëàâíîãî ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë. Èìååì ïðè 

âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè  0rM Mϕ = = , 

ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ îäíî óðàâíåíèå: 
 

( )2

, 1

N

z ij ij ij z
i j

d
I m r M

dt
ω ϕ ω

=

 
+ + = 

  
∑ & , 

 

( ) ( ) ( )2

, 1

2
N

z ij ij ij ij ij ij z
i j

d
I m r r r M

dt
ω ϕ ω ϕ ω

=

 + + + + = ∑ & & && &  .  (7) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (7) âòîðîå óðàâíåíèå èç (6),  ïîëó÷èì ïîñëå 

ñîêðàùåíèÿ 
 

( )
( ) ( )( )

( )

( )

( )4

, 1 1

k k kN
k kij ij ij

z z ij ij k
ij ij iji j k ij

c D Rd
I M R l

dt m m R

ω β
ϕ= =

  ∂
 = + − +
  ∂
 

∑ ∑
&

 .   (8) 

 
Ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè óïðóãèìè ñèëàìè, 

äåéñòâóþùèìè â íèòÿõ. Îíè âõîäÿò â ýòó ñóììó ïîïàðíî ñ 
ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè âñå, êðîìå ñèë, âîçíèêàþùèõ â íèòÿõ, 
ñîåäèíÿþùèõ îáîëî÷êó ñ âàëîì (îíè âõîäÿò â ñèñòåìó îäèí ðàç). Òàêèì 
îáðàçîì, ñîêðàùàÿ â óðàâíåíèè (8) âíóòðåííèå ñèëû, ïîëó ÷èì 
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( )
( ) ( )( )

( )

( )

( )4 4 4
4 4

4
1

N
kj kj kjz

kj kj
z z z kji kj

c D RMd
R l

dt I I I R

ω β
ϕ=

  ∂
 = + − +
  ∂
 

∑
&

  .  (9) 

Óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàþùèì óðàâíåíèåì â ñèñòåìå (6) äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè  ( )tω  âðàùåíèÿ ñèñòåìû 

ìÿãêàÿ îáîëî÷êà - âàë. Âåëè÷èíà zM  - âíåøíèé âðàùàþùèé ìîìåíò, 
ïåðåäàþùèé âðàùåíèå îò äâèãàòåëÿ ê âàëó. 

Ê ñèñòåìå (6, 9) íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ. Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò 
ìàòåðèàëüíûõ ìàññ è èõ ñêîðîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíåøíèé êðàé 
îáîëî÷êè ñâîáîäåí îò ñâÿçåé, ïîýòîìó ÷åòâåðòàÿ ñâÿçü äëÿ êðàéíèõ 
ýëåìåíòîâ îòñóòñòâóåò. Âíóòðåííèé êðàé îáîëî÷êè çàêðåïëåí íà 
âðàùàþùåìñÿ âàëó è èìååò ïîñòîÿííûå êîîðäèíàòû è èçâåñòíûå 
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. Îäíîñòîðîííèå ñâÿçè ó÷èòûâàþòñÿ ïðè âûáîðå 

çíà÷åíèé óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ( )k
ijC  â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (3). 

 
ÂÛÂÎÄÛ 

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6, 9) äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü 
êîîðäèíàòû ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ è óãëîâîé ñêîðîñòè â ëþáîé ìîìåíò 
âðåìåíè, îäíàêî ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííûìè 

ìåòîäàìè, òàê êàê âõîäÿùèå â íå¸ êîýôôèöèåíòû ( )k
ijC  ÿâëÿþòñÿ 

ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè. 
Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîæíî ñäåëàòü 

âûâîä: òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èìåþò ñïèðàëåâèäíûé 
õàðàêòåð. Â òîæå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà òî÷êè ñîâåðøàþò 
êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñ ïåðèîäîì ïîðÿäêà Ò≅1 ñ è ÷àñòîòîé ν≅0,4 ñ-1, 
ïðè÷åì ñîñåäíèå òî÷êè êîëåáëþòñÿ â ïðîòèâîôàçå. Êîëåáàòåëüíûé 
ïðîöåññ ïî ðàäèóñó ìåíåå âûðàæåí, ÷åì â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè. 
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà ïðèáëèçèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ 
ïåðèôåðèéíîé òî÷êè. Âûõîä ïåðèôåðèéíîé  òî÷êè íà ðàäèóñ 2,5 ì 
ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ t= 2 ñ. Ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè ðàäèóñ 
óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñâîðà÷èâàíèè, ïîñëå êîòîðîãî ñëåäóåò 
ðåçêîå ðàçâîðà÷èâàíèå.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñóíîê 2 – Òðàåêòîðèÿ 
äâèæåíèÿ îäíîé ïåðèôåðèéíîé 
òî÷êè 

 
 
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü âûâîä ñèñòåìû 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå n  ìàòåðèàëüíûõ 
òî÷åê, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îäíîñòîðîííåé óïðóãîé ñâÿçüþ ïîä 
äåéñòâèåì öåíòðîáåæíûõ ñèë. 

   r =  2,45 ì  

   t=2 c 

ϕ=0 
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SUMMARY 
UNFOLDING OF THE SOFT CASING IN THE CENTRIFUGAL FORCE FIELD  
L.À.Khyzhnyak  
Sumy State University, 2, R.-Korsakov St. Sumy, 40007, Ukraine 

A soft casing that is modeled by a system of cumulative masses conjugated by unilateral 
flexible constraints is under investigation in this work. According to the accepted soft casing 
model there was a nonlinear system of differential equations of the motion of the shaft - casing 
system with variable angular velocity made up.  
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